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Série N°5 : Lois de probabilité, convergence en loi, Distributions, Fonction
génératrice

Exercice 1

Soit f la densité de probabilité d’'une v. a. X, et soit 0 < a < b deux réels positifs. On définit
une v. a. Y = X2,

1. Montrerquesia<Y<balors—\/5<X<—\/Eou\/5<X<\/5.

2. EI] dédulr(f qu(f
\/E \/a

Pl(a.t) = [TV + A5 s

4. Montrer que si a < b < 0 alors 'événement [a < Y < b] est impossible. En déduire la
densité de probabilité g de la v. a. Y.

3. Montrer que

5. Examiner le cas ou X est une variable aléatoire normale réduite et centrée, puis le cas
ou X est une variable aléatoire normale non réduite.

Solution : Soit f la densité de probabilité d’une variable aléatoire X, et soit 0 < a < b deux
réels positifs. On définit une variable aléatoire Y = X?2.
1. Montrons que si a <Y < balors —vb < X < —ya ouva < X < Vb :
Onaa<Y <b < a<X?2<balors (22 —-a = (X —+a)(X ++a) >0et
X2 —b= (X —Vb)(X 4+ Vb) <0), ce qui implique le tableau de signes suivant :

—00 = Vb | —vVb— —a | —va— a | a— Vb | Vb— +oo
X —\/a - - - - +
X+a - - - - +
(X — Va)(X + Va) + + - + +
X - b - - - - -
X + Vb - + + + +
(X — Vb)(X + Vb) + - - - -
(X2 —b)(X2% - a) - - + - +

le produit (X2 —b)(X2 — a) est négatif lorsque X € D =] — Vb, —/a[U]y/a, Vb[, d’otl le

résultat.

—Va Vb
2. Déduisons la relation P((a,b)) :/ ft)dt +/ ft)dt

D’apres la question 1., ona[a<Y<b [— \/_<X< —ValU[ya < X < /b, alors

P((a,b)) = P(la < Y < b)) /f £)dt = /_a dt+/ £t



3. Montrons que P((a,0)) = [ (7(~vi) + /(5 Tl
D’apres la question 2. on a P((a,b)) = I(a,b) + J(a,b) ou

v Vb
T(a,b) = [ L 0t et J(ab) = /ﬁb F(t)dt

— pour un changement de variables, on pose t? = y, alors sur [—\/5, —Valonat=—/y
et donc dt = 2\/_dy et (pourt = —vbonay=">0)et (pourt=—y/aonay=a);

donc .
- [ v = [ 1=y

— de méme, pour un changement de variables, on pose t? = y, alors sur [/a,vb] on a
t = /y et donc dt = \/_dyet (pourt =+vbonay=>)et (pourt = /aonay=a);

donc
I(ab) = / S5 s

donc P((a,b)) = I(a,b) + J(a,b) = /f y—l—/f dy,dou

b
Pl ) = [ W0 + SV 5y
4. — Montrons que si a < b < 0 alors I'événement [a <Y < b] est impossible :
soit a < b < 0 et supposons que 'événement [a < Y < b est possible, alors [a <
Y < b # 0, donc [a < X% < b] # ; ce qui montre que la variable X? est négative
dans R; ce qui est absurde car le carré d’une fonction réelle est toujours positif; d’ou
I’hypothese est fausse; soit [a <Y < b] = ().

— La densité de probabilité g de la variable aléatoire Y : soit g la densité de probabilité
de la variable aléatoire Y. L’événement [a < Y < b] est impossible, alors P((a,b)) =0
pour tout a et b négatifs tels que a < b < 0, donc la densité de probabilité g est nulle
sur U'intervalle | — 0o, 0] ceci d’une part et d’autre d’apres la question 2., on a

Pla,t) = [ GWD + 1) %dy

b
pour tous a et b strictement positifs tels que 0 < a < b et P((a,b)) = / g(y)dy alors
a

[ D+ v g = [ oty

comme (f(y/) + f(=v¥) 55 = 0 et g(y) > 0 alors

finalement la densité g est définie par

{ 0 pour y €] — 00,0

90 =Y L (y(vB) + F(~vE) pour y €]0, oo

NG



5. — Soit X est une variable aléatoire normale réduite et centrée, alors X ~ N(0,1) est de
moyenne 4 = 0 et de variance 0? = 1, donc la densité de probabilité de X est

2
() = —=ex (—%)

pour tout y <0 on a gp1(y) =0 et pour y >0ona

901 = = ;7= WY+ (=)

d’ott si X ~ N(0,1), on a

0 1 pour ye]—0070]
901(y) = 3= o (‘%) pour y €]0, +oc]

— Soit X est une variable aléatoire normale non réduite, alors X ~ N'(u,02) est de
moyenne / et de variance o2, donc la densité de probabilité de X est

RS
) = ——exp (— ) )

pour tout y <0 on a g, ,2(y) =0 et pour y >0 on a

Gt = = = (F(/D) + (=)

NG
o (L) (-5 )

1 1
202 202

2/ Voo

= s (o) oo (1) o (5]
= 55 27Tyexp( 952 ) exp o2 + exp 2

1 y + 19
= - 27Tyexp (— 552 )cosh (—02>

ou cosh est la fonction cosinus hyperbolique; d’ou si X ~ AN(0,1), on a

0 pour y €] — 00,0

_ 1 ?
glt,0'2 (y) - exp <—y + ,LL ) COSh (M—\é@) POUT y 6]07 +OO[
g

o2y 202

On peut remarquer que si on prend g = 0 et 02 = 1 dans cette derniére expression
de g, ,2(y), on trouvera bien I'expression de go1(y) pour X ~ N(0,1) la loi normale
réduite et centrée.



O
Exercice 2
Soit X une variable aléatoire, on appelle fonction caractéristique de X et on note px de la
variable aléatoire réelle définie par :

px(t) = E[e™]

1. Montrer que si deux variables aléatoires ont méme fonction caractéristique alors elles
ont méme loi.

2. Montrer que si X a une espérance 4 et une variance o2 alors la fonction caractéristique
de X admet comme développement de Taylor en 0 :

(0* + o)t

5 + O(t%).

ex(t) =14 iut —

1) — 0
3. Pour p = 0, calculer lim M
t—0 t2

4. Calculer la fonction caractéristique px(t) de la variable aléatoire X de loi normale
réduite et centrée.

- Que peut-on en déduire ?

Solution : Soit X une variable aléatoire, la fonction caractéristique de X, notée ¢x, est
définie par : px(t) = E[e"X] pour tout t € R

1. Soit X et Y deux variables aléatoires ayant la méme fonction caractéristique, montrons
qu’elles ont méme loi : deux variables aléatoires ont la méme loi si elles ont la méme
moyenne et la méme variance. On discutera les deux cas variables aléatoires discrétes
et variables aléatoires continues.

i) Soit X : Q — Jx et Y : Q — Jy deux variables aléatoires discretes telles que
wx (t) = py(t) pour tout t € R ot Jx = {xi, k € N} et Jy = {y,, £ € N}, alors
E[eX] = E[eY] VteR

donc pour tout t € R on a

px(t) =Y e P(X =a)) = > ™ P([Y = yi]) = pv (1)
k>0 >0

— Si, pour j > 1, les moments E(X7) et E(Y7) sont finis, alors px et ¢y sont de
classes C7 et pour tout t € R on a
P (1) = () ™ P(X = ay]) = > (iye) e P([Y = yel) = (1)
k>0 >0
en particulier pour ¢ = 0 on a (¢’x (0) = ¢} (0) pour j = 1) et (¥%(0) = ¢5-(0)
pour j = 2) soit

E(X) =i apP([X = a)) =1)_ yP([Y = y) =iE(Y)

k>0 £>0
—E(X?) ==Y aiP(X = a]) = = Y_yi P([Y = wi]) = —E(Y?),
k>0 >0



donc E(X) = E(y) et E(X?) = E(3?);
et d’apres la propriété de Hygens, on a

o*(X) = E(X?) — (E(X))* et o*(Y) =E(Y?) - (E@y)*

finalement on obtient E(X) = E(y) et 0?(X) = 0(Y), ce qui prouve que X et
Y ont la méme loi.

— Si, pour j > 1, les moments E(X7) et E(Y7) ne sont pas finis, E(X) = oo
et E(Y) = oo soit les variances 02(X) et 02(Y) de X et Y, respectivement
ne sont pas définies; d’ott X et Y ont la méme loi (E(X) = oo = E(Y) et
0%(X) = oo = a2(Y)).

ii) Soit X : Q — Jx et Y : Q — Jy deux variables aléatoires continues telles que

ex(t) = @y (t) pour tout t € R ou Jx et Jy sont des dommaines inclus dans R,

alors . .
E[eX] = E[¢*Y] VteR

et X et Y ont des densités de probabilités f et g respectivement ; donc pour tout
teRona

px(t) = [ @ papdz = [ Mgy = oy (1)

ou D est le domaine de définition de f et D’ est le domaine de définition de g.
— Si, pour j > 1, les moments E(X7) et E(Y”) sont finis, alors ¢px et py sont de
classes C? et pour tout ¢t € R on a

R0 = [ oy f@yda= | yyeguy = (0

en particulier pour ¢t = 0 on a (¢'yx (0) = ¢4 (0) pour j = 1) et (¢%(0) = ¢¥-(0)
pour j = 2) soit

() =1 [ af(@)de =1 [ yo)dy = E(Y)

E(X%) == [ 2 @ydn == [ yow)ay = —E(r?),

donc E(X) = E(y) et E(X?) = E(3?);
et d’apres la propriété de Hygens, on a

o*(X) = E(X?) — (E(X))* et o*(Y) =E(Y?) - (E@y)*

finalement on obtient E(X) = E(y) et 0?(X) = 0(Y), ce qui prouve que X et
Y ont la méme loi.

— Si, pour j > 1, les moments E(X7) et E(Y7) ne sont pas finis, E(X) = oo
et E(Y) = oo soit les variances 02(X) et 02(Y) de X et Y, respectivement
ne sont pas définies; d’out X et Y ont la méme loi (E(X) = oo = E(Y) et
0%(X) = oo = a2(Y)).

2. Soit X une variable aléatoire d’espérance mathématique p et de variance o“, montrons
que la fonction caractéristique de X admet comme développement de Taylor en 0

2

(0* + o?)t?

5 + O(t?)

ex(t) =14 iut —



L’espérance mathématique p et la variance o2 existent si E(X) < oo et E(X?) < oo;
dans ce cas px est deux fois dérivables; et on a px est développable selon Taylor en O :

px(t) = ox (0) + @ (O)(t ~ 0) + 5% O)(t — 0 + O(F)
or px(0) =E[1] =1, ¢ (0) = iE(X) = ip et % (0) = —E(X?), alors
px(t) =1+t — 3 E(X) + O()
or d’apreés la propriété de Hygens, on a 02 = 0?(X) = E(X?) — (E(X))? = E(X?) — u?
alors E(X?) = p? + o2, donc

12 + o2
2

1
px(t) =1+ pt = 5 E(X?) 2+ Ot?) =14 put — 2+ 0(t?)

12 4 o2

finalement le développement de Taylor de px en 0 est px (t) = 1+ut— t2+O(12).

t) — 0
w : en effet, pour ¢ = 0, on a le développement
2

de Taylor de ¢x en 0 devient px(t) =1 — % t2 + O(t?) ot ¢x(0) = 1; donc

. Pour p = 0, calculons lim
t—0

. 2
i X —ex(0) o
t—0 t2 2

On en déduit que si X était une variable aléatoire de moyenne nulle, alors sa variance
serait déterminée par la formule
2(ex(0) —ox (1) _

lim = o”.
t—0 12

. Soit X la variable aléatoire de loi normale réduite et centrée N (u,c?), calculons la
fonction caractéristique ¢x (t) : soit f la densité de probabilité de X, on a

RS
) = —o— e (—“202‘) )

Par définition, la fonction caractéristique px (t) est

ox () = E[eX] = [ T it () da

o0

donc

_ 1 Heo itx (Qj _H)2
ox(t) = —271'0/—00 e exp <—7202 dz

s 222 2
or et exp (— (g”_’;)Q) = exp (ita:— (g”_’;)Q) = exp (_(az (p — ito”)) — ity — U—),

20 20

1 +o0 x — (u—ite?))? . o’t?
ox(t) = T o /7 exp <—( ( = ) exp | —itp — 5 dz

alors




— (u — ito? d
par changement de variables, on pose £ = w, alors d§ = _ac’ donc
o

2,2 +oo 2
px(t) = exp (—itu - %) \/% /_ exp <—%> 3

=1

1 2

exp | —= | est la densité de probabilité de la loi normale
N P
réduite et centrée N (0,1). Finalement, on obtient la fonction caractéristique @x (t) de
la loi N (u,0?) et

ceci car la fonction £ —

242 242
Puor) (1) = oxp <—itu - %) — exp (—%) (cos(ut) +isin(ut))

En particulier, pour 4 = 0 et 02 = 1, on obtient la fonction caractéristique de la loi
normale réduite et centrée N(0,1)

/2
®0,1)(t) = exp <—§> .

O
Exercice 3
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi de Poisson de para-
metres respectifs A et p.
1. Déterminer la loi de probabilité de la v. a. Z = X + Y.

2. Déterminer la loi conditionnelle de la v. a. X sachant que la somme S = X + Y a une
valeur n donnée.

Solution : Soit X ~ P(\) et Y ~ P(u) deux variables aléatoires indépendantes qui suivent
la loi de Poisson de parametres respectifs \ et p.
1. La loi de probabilité de la variable aléatoire Z = X +Y :
OnaX: 00— X(Q) =NetY:Q—Y(Q) =N, alors Z: Q+— Z(Q) = N puisque
pour tout w € Q, ona Z(w) = X(w) +Y(w) et X(w) € Net Y(w) € N, ce qui entraine
Z(w) € N.
Soit n € N alors n = k+ (n — k) pour tout k = 0,1,...,n, donc I"événement [Z = n|
est la réunion des événements 2 & 2 disjoints ([X = k] N [Y = n — k])o<k<n soit

ce qui implique

P(Z =) = 30 P(X = KN [Y =n—F)
k=0

or les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors les événements [X = k| et
[Y = n — k] sont indépendants, donc



on en déduit alors

Pz =n) =ty X T L gy
-k nl 2 F(n — k)l
n n |
d’apres la formule de Binome, on a (A + p)" = kz::OC',]f/\ku”_k = g::o 7k'(nn— k)!/\ku”_k,

d’ou \ .
P((7 = n]) = -t 2"
n!
finalement, la variable aléatoire Z suit aussi la loi de Poisson de paramétre a = XA +
ou soit Z ~ P(A+ p) est la loi de Poisson.

2. La loi conditionnelle de la variable aléatoire X sachant que la somme Z = X +Y a une
valeur n donnée : Déterminer la loi conditionnelle de la variable X est de calculer la
probabilité conditionnelle

Pz—n([X =k]) = pour tout k€N

L’événement [Z = n] N [X = k| peut étre défini par [Y =n — k] N [X = k], alors il vient

et, on a

ce qui montre que

n—k k
—u Y A\ _ —
€ “—(n_k)g € "I n! N yn—k k N yn—k

e—()x+u)()“:l—l!‘)" B S IO i O WAL

P[Z:n}([X =k]) =

ou encore

Y k L n—k A k A n—k
it -6 () (25 -6tk (-2
7=l ) "\ A+ A+ "\ 4 A+ p

ot CF = ﬁlk), = () est le nombre de combinaison k & k des n éléments de {0,1,...,n};

ce qui prouve que la loi conditionnelle de X sachant [Z = n] est la loi binomiale
A

B (n, ﬁ) de parametres n et x ol

O
Exercice 4
Soient p et ¢ deux nombres réels strictement positifs. On considere la fonction B définie par

1
Blp.a) = [ o' — vt

1) Montrer que pour p > 0et ¢ >0 on a: B(p,q) = B(q,p).

2) Donner la définition de la densité de probabilité d’une variable aléatoire X.



3) Soit k > 0 et soit f la fonction & valeurs réelles donnée par I’expression suivante :

Flz) = 0, si z>0ouzxz>1
EaP~t(1—-2)1 si O0<z<l.

Trouver k pour que f soit la densité de probabilité d’une variable aléatoire X.

4) Soit a un nombre réel strictement positif et soient I', et I' les deux fonctions données
respectivement par :

a 400
Lu(p) :/0 e P ldt et T(p) :/0 e 'tPldt.

a) Calculer T'y(p 4 1) en fonction de a, p et T'y(p). En déduire que I'(p + 1) = pI'(p).
b) Montrer que I'(p +¢+1) = (p + ¢)T'(p + q).

I'(p)I'(q)

Ip+q)

a) Trouver une relation entre B(p + 1, ¢q) et B(p,q).

5) On admet la relation Eulerienne suivante : B(p,q) =

b) Calculer la moyenne de la variable aléatoire X en fonction de B(p,q), puis en
fonction de p et q.

c¢) Calculer la variance et ’écart-type de la v.a. X.

6) Soit Y le vecteur aléatoire défini par Y = (X , X , X)7
Déterminer la matrice de covariance du vecteur aléatoire Y.

Solution : Soient p et ¢ deux nombres réels strictement positifs. On considere la fonction B
définie par

1
Bp.g)= [ o1 -1t
0
1) Montrons que pour p > 0et ¢ >0on a: B(p,q) = B(q,p) :

Par un changement de variable, on pose £ = 1 — t, alors d§ = —dt et (pour t = 1 on
£€=0) et (pour t =0o0n a =1), donc il vient

B(p.q) = /0 1tp*(l—t)q*dtz — /1 0(1—5)“15‘1*1&: /O 15‘?*1(1—5)“%5

d’ou B(p,q) = B(q,p) pour tous p > 0 et ¢ > 0.

2) La définition de la densité de probabilité d’une variable aléatoire X : Une fonction
f:D — R est dite densité de probablité dune variable aléatoire X si et seulement si

i) f( )>0pourtoutt€D
ii) / f@)
3) Soit k > 0 et soit f la fonction & valeurs réelles donnée par ’expression suivante :

flz) = 0, si z>0ouzxz>1
= EaP~t(1—-2)1 si O0<z<l.

la valeur de k pour que f soit la densité de probabilité d’une variable aléatoire X :



i) D’abord f(x) > 0 pour tout x € R, alors k 2P~ 1(1 —x)?~1 > 0 pour tout = €]0, 1[;
donc k > 0 car 2P~1(1 — 2)?! > 0 pour tout z €]0, 1[.

i) et / ft)dt =1, alors / kxP~1(1 —z)?tdz = 1, donc k/ P71 —2) i de =1,
R R R
soit
kB(p,q) =1,

d’ou si k =

1
Bloa) alors pour que f soit la densité de probabilité d’une variable
b, q

aléatoire X.

4) Soit a un nombre réel strictement positif et soient I', et I' les deux fonctions données
respectivement par :

a +o0
Lu(p) :/0 e~ 'tP7dt et T(p) :/0 ettt

a) — Calculons I'y(p + 1) en fonction de a, p et I'y(p) :
Pour a un nombre réel strictement positif, alors 'intégration par partie il vient

a a
Tu(p+1) = / e Pdt = [—tPe” )8 + p/ e P dt = —aPe™ 4 pTy(p)
0 0
d’ou I'y(p+ 1) = —aPe™® + pl'y(p) pour tout p > 0 et a > 0.
— Déduisons la relation I'(p + 1) = pI'(p) :

Faisons tendre a vers +o0, alors lir% ale”
a—r

déduit la relation suivante I'(p + 1) = pI'(p).

b) Montrons que I'(p+ ¢+ 1) = (p+ ¢)T'(p+ q) :
On pose a = p+ ¢, alors d’apres la question 4)-b), il vient I'(a + 1) = oI'(«), d’ou

a

=0et lirr%)pI‘a(p) = pI'(p), d’ou on
a—r

Fp+q+1)=p@+ql'(P+q), Vpqg>O0.

T'(p)T
5) On admet la relation Eulerienne suivante : B(p,q) = M
I'(p+q)
a) La relation entre B(p + 1,q) et B(p,q) :
on a
I'p+1)r I'(p)l I'(p)T'
Blp+1.q) = (p+DIg) _ _ pP@I(e) _  p T@T(9)

Pp+q+1)  (p+gllp+q) p+qalp+aq)
d’ou B(p+1,q) = %B(p, q) pout tous p > 0 et ¢ > 0.
pTq
b) — la moyenne de la variable aléatoire X en fonction de B(p,q) :
Par définition, la moyenne est donnée par la formule E(X) = [*2°¢f(t)dt, alors

+o0 1
F(X) = /_OO o B(; > /0 (1= 2)0ldy = 73(; =B+ L0
d’ott la moyenne E(X) = %

10



— la moyenne de la variable aléatoire X en fonction de p et ¢ :

D’apres la question

B 1
5)-a) on a b+l __» , donc

B(p.qg)  p+gq

p

c¢) La variance et I’écart-type de la variable aléatoire X :
D’apres la propriété de Hygens, on a

2 2 2 too 2 p2
P*(X) = E(X) — (B = [ 2 - sy,
donc
[e'e] 2
(X)) — /; t2f(t)dt—(pi7q)2
= L lmpH — ) e — i
a B(pyq)/o (1 =) (p+q)?
B(p+2,q)
B(p,q)
_Ip+2)I(g) p(p+1) L(p)(q) p(p+1)
O;B(erQ’Q)_ Fp+q+2) (@+ap+e+D)T+q (+l+q+1)
2 _ Blp+29 P
X = B(p,q)  (p+4q)?
_ pp+1) P
r+p+q+1l) (p+q)?
_ p _
B pq
- (p+9Plp+a+)
ot o2 = P .
d () (p+a9*pP+q+1)

L’écart-type est la racine carrée positive de la variance soit

1
o(X) = M.
p+q\ (p+q+1)

6) Soit Y le vecteur aléatoire défini par Y = (X, X , X )T, la matrice de covariance du
vecteur aléatoire Y : par définition la matrice de covariance est Cy = E((Y —E(Y))(Y —

E(Y))T) avec

(Y —EY))(Y - E(Y))"

X — E(X)
= [ X -0 | (X - E(X), X — E(X), X — E(X))
X — E(X)
(X —E(X)) (X -E(X))” (X -E(X))
= | (X -EX))? (X -EX))? (X -EX))?
(X —E(X))? (X -E(X)) (X -E(X))

B(p,q),



donc

E((X - E(X))?) E(X —E(X))?) E(X - E(X))?)
Cy = | E(X —E(X))?) E((X -E(X))?) E((X - EX))?)
E(X - E(X))?) E(X —E(X))?) E(X -E(X))?)

(

o2(X) o*(X) o*(X) 111
Cy = | o%(X) o*(X) 2(X)|=0%(X)|1 1 1
o2(X) o*(X) o*(X) 111

Finalement, la matrice de covariance Cy du vecteur aléatoire Y est donnée par

Cy — pg
(r+q)?p+q+1)

—_ = =

11
1 1], Vp,qg>0.
11

Exercice 5
1) Soit a un nombre réel et X une variable aléatoire réelle de densité de probabilité f.
1
(a) Montrer que {a} = ﬂ la,a + —|.
n>0 n

1
b) Montrer que la suite (uy), > 0 définie par u, = P([a,a + L[) = [*T7 f(t)dt est
n a
convergente, puis calculer sa limite.
*Que peut-on en déduire ?

(c) Montrer que si A est un ensemble fini ou dénombrable, alors P(A) = 0.
2) Soit X une variable aléatoire de loi binomiale B(2,0.3).

(a) Déterminer la fonction caractéristique ¢x de la variable aléatoire X

(b) Déterminer la fonction génératrice gx de la variable aléatoire X
(c) Quelle est la relation entre ¢x et gx ?
)

(d) Calculer le coefficient d’asymétrie v;(X) et le coefficient d’aplatissement v2(X) de
X.

Solution :
1. Soit @ un nombre réel et X une variable aléatoire réelle de densité de probabilité f.
1
(a) Montrons que {a} = () [a,a + = :
n>0 "

1
— Soit x € {a}, alors z = a € [a,a + %[ pour tout n > 0; donc = € ﬂ [a,a—i— —[
n>0 "
soit

{a} C ﬂ {a,a—i—%{

n>0

12



1
— Soit x € ﬂ {a a+ — { alors x € [a,a—l—%{pour tout n > 0, donc
n>0

donc pour n — +o00, on a x = a, soit x € {a}; d’ou ﬂ [a a+ — [C{a}
n>0

1
finalement il vient {a} = ﬂ [a,a + —[.
n
n>0
(b) — Montrons que la suite (un)n > 0 définie par u, = P([a,a + * [) = f;”r% f(t)dt

. 1
est convergente : on a <41 - pour tout n > 0, alors [a a+ n+1 { C {a, a+ E{

n-l—l
pour tout n > 0; donc

at+t
Ung1 _/ t)dt </ " F()dt = uy

ce qui montre que la suite (uy,),>0 est décroissante, ceci d’une part et d’autre
1
part on a u, = [*T% f(t)dt > 0 pour tout n > 0 car f(t) > 0 pour tout
t € Dy puisqu'il s’agit d’une densité de probabilité; d’ou la suite (up)p>0 est
décroissante et minorée, ce qui prouve que la suite (uy,),>0 est convergente.
1
~ La limite de la suite (un)n>0 : on a u, = [*T7 f(t)dt = fo f(t)ll[a’aJr%[(t)dt;

on pose f(t) = f(t)]l[awrl[(t), alors on a

n—-+o0o

falH)] < f(t), VEeDy, /D fBdt=1 et lim fu(t)=0
f

d’apres le théoreme de la convergence dominée, il vient

. . aty
w = B [, SOH=0
— Conclusion : on a
ngrfoo un = 0= ngrfoo [a,a-{—%[ f(t)dt - {a} f(t)dt

d’'ott P({a}) = [,y f(t)dt = 0.
(¢) Soit A est un ensemble fini ou dénombrable, alors
— si A est fini de cardinal p, alors A = {a1,...,ap} = U\_;{ar}; donc

= /Af(t)dt = / Ll{ak} Z t)dt = ;P({ak}) = ;o =0

{ak}

— si A est un ensemble dénombrable, alors A = {ax, k € N} = Uy>o{ax}; donc
:/f(t)dt:/ Z/ f)ydt=> P({ar})=>_0=0
A k>olok} k>0 k>0 k>0
car il s’agit d’une série de terme général pr = P({ax}) qui converge.

13



. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale 5(2,0.3),
— la fonction caractéristique ¢x de la variable aléatoire X :

2
ox(t) = > C50.3%(1—0.3)* et
k=0

2
= > C5(0.3e")"(1 —0.3)*F
k=0
(1—0.340.3¢")?
= (0.7 +0.3¢")?

d'olt ¢x (t) = 15 (7 + 3€')?, pour tout ¢ € R.
— la fonction génératrice gx de la variable aléatoire X :
1

t2
100(7+3)

2
gx(t) =) C50.37(1 — 0.3)* FtF =
k=0
pour tout ¢t € R.
~ la relation entre ¢x et gx : on a ¢x(t) = 135(7 + 3€l)? et gx (t) = 15(7 + 3t)%, donc
qu(t) = gx(eit), vVt € R.
— Etant donnée une variable aléatoire réelle X de moyenne p et d’écart type o, on

définit
son coefficient d’asymétrie v1(X) par

On considere le cas de X une variable aléatoire de loi binomiale 5(2,0.3), alors on a
la moyenne E(X) = 2 % 0.3 = 0.6 et la variance 02(X) = 2 % 0.3 % 0.7 = 0.42; donc le
coefficient coefficient d’asymétrie v1(X) par

X —0.6)3 50 3/2 3\?
) = (SO0 _ (0Y g (1 9)
V0.42 21 5
3 3
or (X —2) =X%-3x2X2 430X — ()" = X*— X2+ ZX — Z alors
50\ /2 5 9., 27 27

- (1) () e s e )
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or X3 = X(X —1)(X —2) +3X? - 2X et X* = X(X — 1) + X, alors

E(X?) = E(X(X-1)+E(X)
= 0.42+0.36
— 0.78
E(X%) = E(X(X - 1)(X - 2)+3E (X?) - 26 (X)
= 0+3%(0.42+0.36) — 2% 0.6
= 234-12
= 1.14
donc
50\ 3/ 9 27 27
X) = (= 114 — 2 %078 + == % 0.6 — —
1) (21) ( RRCRIT R 125>
= 753/1220

d’out v1(X) = 753/1220 = 0.6172133998483669. Et, le coefficient d’aplatissement

) e (X — p)* 50\ 2 3\*
w(X):[E(%) - (51) E((X‘3> )

4 4
or (X —2) = X143 X064 X242 X +(2) = X1 RO X218 8L

50 2 12 54 108 81
X) = (=) E(x*-=Xx3 —X2——X——>
72(X) (21) ( T 125" 625

50\ 2 N 12 5\ b4 108 81
- (ﬁ> ([E(X)—E[E(X)JF%E(X)—E[E(X)—@)
or X=X(X —1)(X —2)(X —3)+6X3—11X? + 6X, alors

E(X") = 6E (X*) = 11E (X?) + 6E (X) = 6 1.14 — 11 % 0.78 + 6 0.6 = 1.86

donc
50\ 2 12 54 108 81
X) = (= 1.86 — — % 1.14+ — % 0.78 — — % 0.6 + —
~Y2(X) (21) ( 86 5t +25*078 125*06+625)
= 50/21

d’ott v1(X) = 50/21 = 2.380952380952383.

Exercice 6
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale N (2,25).

1. Déterminer la densité de probabilité de la variable aléatoire X.
2. Déterminer la fonction caractéristique ¢x de la variable aléatoire X.

3. Calculer le coefficient d’asymétrie v;(X) et le coefficient d’aplatissement v2(X) de X.

15



Solution : Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale N (2,25), .

1. X est une variable aléatoire qui suit la loi normale N'(2,25), alors E(X) = 2 et 02(X) =
25, alors la densité de probabilité de X est définie sur R par

1 (x —2)?
flx) = o exp (—T> dx.

2. La fonction caractéristique ¢x de la variable aléatoire X :

Foo ] z—2)2\ .
oxt) = [ _ 5V P (‘%) et

par un changement de variables, on pose £ = , alors x = 2 4 5€ et dx = 5d¢
ox(t) = J:O \/12_7r exp (—%) eit2+5€) g¢
— Rt :)O \/12_7r exp (—% + 51t§> d€
- J“;:oégem(—%QQ—Qx&g—2w?+%RDd5
= eQite*%t2 o \/1_ exp (—1 (= 5it)2) d¢

par un changement de variables, on pose y = £ — 5it, alors dy = d¢ et il vient

— 2542 +too ] y2
¢x(t) = ete 2" exp dy
o V21

d’ou ¢x(t) = e 2t (cos(2t) +isin(2t))
3. Etant donnée une variable aléatoire réelle X de moyenne p et d’écart type o, on définit
— son coefficient d’asymétrie v1(X) par

M(X) =E <M>

o3

alors pour 1 =2 et o =5 il vient 11 (X) = HE (X —2)3)
or

E ((X — 2)3) = /J:O 5\/1%(33 — 23 exp <—%> dx

on pose £ = %72, alors dr = 5d¢, © = 2 4 5¢ et

[E((X—Q —53\/12_W/+OO exp(—%)df

donc )
1 +o0 1S
X :_/ Sexp [ —= | d
en procédant par une intégration par partie, on obtient E ((X — 2)3) = 0, d’'ott
Y1 (X) =0.
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— son coefficient d’aplatissement ~y,(X) par

72(X) =L <7(X — 'u)4>

e
alors pour 1 =2 et o =5 il vient 12(X) = ZE (X —2)*)
or )
oo ] (x—2)
4\ _ _9\4 _
[E((X_Q))_/wO 5\/%(33 2) exp< . )da:
on pose £ = , alors dx = 5dé, x = 2+ 5€ et
1 +o0 52
E((X-2)*) =5 / —>|d
(c =5'—— exp< 2) ¢
donc

0 2
VZ(X):\/%—W/_; §4exp< 5) dg

par une intégration par partie, on obtient vo(X) = 3.
Remarque : pour toute variable aléatoire X de la loi normale N (p,02), on a

M(X)=0 et 7(X)=3.

O

Exercice 7

Soit (€2, 7, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire sur Q qui suit la loi
binomiale B(n,p) de paramétres n et p (n € N* et 0 < p < 1).

On rappelle que pour la loi binomiale B(n,p) :

X(Q)=1{0,1,2,...,n} et P(X =k)=CkpF1—-p)"* Vke{0,1,2,...,n}.

1. La variable aléatoire de loi binomiale est-elle discrete ou continue ? (Justifier)
2. Calculer la moyenne, la variance et 1’écart-type de X.
3. Rappeler la définition de la fonction caractéristique ¢ d’une variable aléatoire :
i) discrete.
ii) continue.
4. Calculer la fonction caractéristique de la variable aléatoire binomiale X.
5. On pose ¥(k) = CEpF(1 — p)n—F.
Pour £k =0,...,5, p = 0.25 et n = 5 : faire un tableau de valeurs de v, puis tracer le
graphique Cly.
6. Etudier le cas de la variable aléatoire qui suit la loi B(1,0.25).

Solution : Considérons (€2, 7, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire sur Q2 qui
suit la loi binomiale B(n, p) de parametres n et p (n € N* et 0 < p < 1). On rappelle que pour
la loi binomiale B(n,p) : X(Q) = {0,1,2,...,n} et P(X =k) = CEp*F(1 —p)"F Vk ¢
{0,1,2,...,n}.
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1. La variable aléatoire de loi binomiale est discrete car Jx = X(£2) est de cardinal fini
n + 1 soit Card(X(2)) =n + 1.

2. La moyenne, la variance et I’écart-type de X : Par définition, la moyenne est donnée
par 'expression

=Y kP(X =k]) = kCEpF(1 —p)" % => " kCEpF(1 —p)"*
k=0 k=0 k=1

or ka = nCk 1 alors

n17

n
E(X) =) nCiip"(1—p)"~ —anCﬁ W —p)nk
k=1

par changement d’indice, on pose £ = k — 1, alors

n—1
X)=np> CL_p'A-p)" " =nplp+1-p"*

d’ou E(X) = np.
D’apres la propriété de Hygens, on a 02(X) = E(X?) — (E(X))? alors

o*(X) = E(X (X — 1)) + E(X) — (E(X))

pour cela, il reste a calculer E(X (X — 1)) :

n n n

E(X(X-1) =) k(k=1)P(X =k]) = > _ k(k-1)Cpp*(1-p)" ™" = k(k-1)Crp*(1

k=0 k=0 k=2
or k(k —1)Ck = n(n —1)CE~2  alors

n

E(X(X —1) = n(n—DCr3p (1 —p)" F =n(n—1)p Z Cropt (1 —p)" "
k=2

par changement d’indice, on pose £ = k — 2, alors
E(X(X —1)) =n(n—1)p Z Crap’(1=p)" > =n(n-1)p*(p+1-p)"?

d’ott E(X(X — 1)) = n(n — 1)p?, d’ott 0%(X) = n(n — 1)p* + np — n?p? = np(1 — p).
Remarque : pour le cas particulier d’une variable aléatoire de Bernoulli X ~ B(1,p),
on obtient

E(X)=p et o’(X)=p(l-p)

3. La définition de la fonction caractéristique ¢x d’une variable aléatoire : Soit (2,7, P)
un espace probabilisé et X : Q@ — X () une variable aléatoire. On appelle fonction
caractéristique de X, notée ¢x, toute fonction de variable réelle ¢t € R définie par

bx(t) = E(e™).

Ainsi, on a les cas suivants :

18
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i) Si X est une variable aléatoire discrete, alors Jx = X () est au plus dénombrable
et donc

ox(t) = Z "P([X = a)).

aeJx

ii) Si X est une variable aléatoire continue, alors X admet une densité de probabilité
f définie sur un domaine D et donc

ox(t) = /D M6 £(€)de.

4. La fonction caractéristique de la variable aléatoire binomiale X : il s’agit bien d’une
variable aléatoire discrete alors

n n
ox(t) = ) P(X =a]) =3 MCrpt(1—p)"F =3 Chlpe") (1 —p)" ™
acJx k=0 k=0
d’ott ¢x(t) = (pel* +1 —p)™.
5. Posons (k) = Ckp*(1 — p)»~*. Pour k =0,...,5,p=025et n=>5:

k 0 1 2 3 4 5
¥(k) || 0.2373 | 0.3955 | 0.2637 | 0.0879 | 0.0146 | 9.7656e-04

ainsi, on obtient le graphique Cy de la fonction 1 :

W(k)=CKp*(1-p)"* de la loi Binomiale pour p=0.25 et n=5

0.5

0.4

-~ 03

Wk

0.2

0.1

FIGURE 1 — Les courbes de 9 (k) = CEp*(1 — p)" % pour k =0,...,5, p=025et n =5

6. Soit X la variable aléatoire de loi Bernoulli B(1,0.25), alors p = 0.25,n = 1, ¢)(1) = 0.25,
¥(0) =1 —0.25 = 0.75 et la fonction caractéristique est définie de R dans C par :

bx(t) = 0.75 4 0.25¢'
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